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偏微分方程复习整理 

一、偏微分方程中的基本知识 

1、一些基本概念 

偏微分方程——多元函数𝑢(𝒙)及其偏导数的关系式，通式𝐹(𝒙, 𝑢, 𝐷𝑢,⋯ , 𝐷𝑚𝑢) = 0 

解——满足偏微分方程的多元函数𝑢 = 𝜑(𝒙)，特别地有形式解、通解、特解 

阶——实际所含未知函数偏导数的最高阶数 

线性算子——满足对任意函数𝑢, 𝑣，任意常数𝑐有ℒ(𝑢 + 𝑣) = ℒ𝑢 + ℒ𝑣, ℒ(𝑐𝑢) = 𝑐ℒ𝑢的算子ℒ 

自由项——线性偏微分方程中的不含未知函数𝑢及其偏导数的项，即仅由自变量𝒙和常数决定的项 

主部——拟线性偏微分方程最高阶部分 

2、偏微分方程的分类 

偏微分方程

𝐹是否关于𝑢,

𝑢偏导数线性
→        

{
 
 
 

 
 
 是
→  线  性 

自由项𝑓是否为 0
→           {

是
→ 齐  次 

否
→非齐次

否
→非线性

𝐹是否关于𝑢最

高阶偏导数线性
→          {

是
→拟线性⋯

主部系数与𝑢,𝑢偏导数无关
→                  半线性

否
→完全非线性

 

 齐次方程：𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 0 

非齐次方程：𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

拟线性方程：如：𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥
2𝑢𝑦
2𝑢2𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥

2 + 𝑢𝑦
2 + 𝑢2 = 0（主部𝑢𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥

2𝑢𝑦
2𝑢2𝑢𝑦𝑦） 

半线性方程：如：𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑦 = 𝑥
2 + 𝑦2 

完全非线性方程：如：𝑢𝑥𝑥
2 + 𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦

2 + 𝑥2𝑢𝑥 + 𝑦
2𝑢𝑦 + 𝑢

3 = 0 

3、经典方程 

弦振动方程：𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2(𝑢𝑥1𝑥1 + 𝑢𝑥2𝑥2 +⋯+ 𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛, 𝑡) 

热传导方程：𝑢𝑡 − 𝑎
2(𝑢𝑥1𝑥1 + 𝑢𝑥2𝑥2 +⋯+ 𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛, 𝑡) 

Poisson 方程：𝑢𝑥1𝑥1 + 𝑢𝑥2𝑥2 +⋯+ 𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) 

Laplace 方程：𝑢𝑥1𝑥1 + 𝑢𝑥2𝑥2 +⋯+ 𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛 = 0 

4、定解问题与定解条件 

定解问题{

泛定方程

定解条件 {
初始条件

边界条件

 

初始条件（关于𝑡的定解条件） 

 方程类别  初始条件 

波动方程 𝑢(𝒙, 0) = 𝜑(𝒙), 𝑢𝑡(𝒙, 0) = 𝜓(𝒙) 

热传导方程 𝑢(𝒙, 0) = 𝜑(𝒙) 

Poisson/Laplace 方程 没有初始条件 

边界条件（关于𝒙的定解条件） 

分类 边值问题 编制条件 

第一边界条件 Dirichlet 问题 𝑢|𝛤 = 𝜑(𝒙, 𝑡) 
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第二边值条件 Neumann 问题 
𝜕𝑢

𝜕𝒏
|
𝛤
= 𝜑(𝒙, 𝑡) 

第三边界条件 Robin 问题 (
𝜕𝑢

𝜕𝒏
+ 𝜎𝑢)|

𝛤
= 𝜑(𝒙, 𝑡) 

5、定解问题的研究方法——研究适应性 

适应性——存在性、唯一性、稳定性 

6、经典方程中参数的意义 

方程类别 𝑎2 𝑓(𝒙, 𝑡) 

波动方程 

𝑎2 =
𝑇

𝜌
 

表示弦/膜/波的张力密度 

𝑓 =
𝐹

𝜌
 

表示𝒙处单位质量在𝑡收到的外力 

热传导方程 𝑎2 =
𝜅

𝐶𝜌
 

𝑓 =
𝐹

𝐶𝜌
 

𝑓 ≤ 0时表示热汇；𝑓 ≥ 0时表示热源 

二、一阶方程理论 

1、积分曲面、特征线 

记半线性方程∑ 𝐴𝑖(𝒙)𝑢𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑓(𝒙, 𝑢)(PDE)，方程组{

d𝑥1

d𝑡
= 𝐴1(𝒙)

⋯
d𝑥𝑛

d𝑡
= 𝐴𝑛(𝒙)

(CEs)，即
d𝑥1

𝐴1(𝒙)
= ⋯ =

d𝑥𝑛

𝐴𝑛(𝒙)
(CE) 

方程
d𝑢

d𝑡
= ∑ 𝐴𝑖(𝒙)𝑢𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 (PDE′)，方程组(CE′)

{
 
 

 
 
d𝑥1

d𝑡
= 𝐴1(𝒙)

⋯
d𝑥𝑛

d𝑡
= 𝐴𝑛(𝒙)

d𝑢

d𝑡
= 𝑓(𝒙, 𝑢)

 

积分曲面——𝐹(𝒙, 𝑢, 𝐷𝑢) = 0的解𝑢 = 𝑢(𝒙)是空间{(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛, 𝑢)}的一个曲面 

特征方程（组）——(CE), (CEs)称为(∗)的特征方程（组） 

特征线——(CE), (CEs)的解在{(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)}中表示为一条曲线𝑙。称为(PDE)的特征线 

全特征线——(PDE′)的解称为(PDE)的全特征线，其由(CE′)确定。 

定理.所有特征线组成的曲面一定是积分曲面，任何积分曲面也是特征曲线的并。 

2、首次积分 

记方程组{

d𝑦1

d𝑥
= 𝑓1(𝑥, 𝑦1,⋯ , 𝑦𝑛)

⋯
d𝑦𝑛

d𝑥
= 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦1,⋯ , 𝑥𝑛)

(ODEs), 𝑓𝑖 ∈ 𝐶(𝛺)，𝑓𝑖关于(𝑦1,⋯ , 𝑦𝑛)可微 

首次积分——已知非常函数𝑉 = 𝑉(𝑥, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛)在𝛺内连续可微，其沿着(ODEs)的积分曲线𝛤: 𝒚 =

𝒚(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷取常数值𝑉(𝑥, 𝑦1(𝑥),⋯ , 𝑦𝑛(𝑥)) = 𝐶，这里常数𝐶会随着积分曲线变化而变

化，称𝑉(𝑥, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) = 𝐶为(ODEs)在𝛺内的首次积分。也称𝑉为首次积分。 

定理.设𝛷(𝑥, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛)在𝛺内连续可微且非常函数，则𝛷(𝑥, 𝑦1,⋯ , 𝑦𝑛) = 𝐶是(ODEs)在𝛺内的首次积分

的充要条件是：
𝜕𝛷

𝜕𝑥
+ 𝑓1

𝜕𝛷

𝜕𝑦1
+⋯+ 𝑓𝑛

𝜕𝛷

𝜕𝑦𝑛
= 0，其中(𝑥, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) ∈ 𝛺 
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3、齐次偏微分方程的解法 

记齐次方程∑ 𝐴𝑖(𝒙)𝑢𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0(PDE)，方程组

d𝑥1

𝐴1(𝒙)
= ⋯ =

d𝑥𝑛

𝐴𝑛(𝒙)
(CE) 

通解结构定理.若𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1为(CE)的𝑛 − 1个相互独立的首次积分，则𝑢 = 𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1)为(PDE)

通解，其中𝛷为关于其所有变元的连续可微函数。 

通解计算方法：1）得到特征方程
d𝑥1

𝐴1(𝒙)
= ⋯ =

d𝑥𝑛

𝐴𝑛(𝒙)
 

2）根据特征方程得到𝑛 − 1个相互独立的首次积分𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1 

3）得到通解𝑢 = 𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1), 𝛷 ∈ 𝐶
1(𝛺) 

特解计算方法：1）如上得到通解𝑢 = 𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1) 

2）由定解条件𝑢|𝑥1=𝐶 = 𝜓(𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛)设�̅�𝑖 = 𝜑𝑖|𝑥1=𝐶，反解𝑥𝑖 = 𝜔𝑖(�̅�1,⋯ , �̅�𝑛−1), 𝑖 ≥ 2 

3）根据定解条件得到𝛷(�̅�1,⋯ , �̅�𝑛−1) = 𝜓(𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = 𝜓 ∘ (𝜔2,⋯ ,𝜔𝑛)(�̅�1,⋯ , �̅�𝑛−1) 

4）得到𝑢 = 𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1) = 𝜓 ∘ (𝜔2,⋯ , 𝜔𝑛)(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1) 

4、拟线性/非齐次偏微分方程的解法 

记拟线性方程∑ 𝐴𝑖(𝒙, 𝑢)𝑢𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑓(𝒙, 𝑢)(PDE)，方程∑ 𝐴𝑖(𝒙, 𝑢)𝑣𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝑓(𝒙, 𝑢)𝑣𝑢 = 0(PDE

′) 

方程组
d𝑥1

𝐴1(𝒙,𝑢)
= ⋯ =

d𝑥𝑛

𝐴𝑛(𝒙,𝑢)
=
d𝑢

𝑓
(CE) 

通解结构定理.若𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛为(CE)的𝑛个相互独立的首次积分，𝑣 = 𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1)为(PDE
′)通解，其

中𝛷为关于其所有变元的连续可微函数，则𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1) = 0为(PDE)隐式通解。 

通解计算方法：1）得到特征方程
d𝑥1

𝐴1(𝒙,𝑢)
= ⋯ =

d𝑥𝑛

𝐴𝑛(𝒙,𝑢)
=
d𝑢

𝑓
 

2）根据特征方程得到𝑛个相互独立的首次积分𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛 

3）得到通解𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛) = 0 

特解计算方法：1）如上得到通解𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛) = 0,𝛷 ∈ 𝐶
1(𝛺) 

2）由定解条件𝑢|𝑥1=𝐶 = 𝜓(𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛)设𝜑𝑖|𝑥1=𝐶,𝑢=𝜓 = 𝐶𝑖 

3）利用𝜑𝑖|𝑥1=𝐶,𝑢=𝜓 = 𝐶𝑖，消去左端自变量得到𝛷(𝐶1,⋯ , 𝐶𝑛) = 0 

4）得到𝛷(𝜑1,⋯ , 𝜑𝑛−1) = 0 

三、二阶方程理论 

1、特征方程 

a）二元拟线性方程𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦)𝑢𝑥𝑥 + 2𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦)𝑢𝑥𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦)𝑢𝑦𝑦 = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦) 

特征方程为𝑎d𝑦2 − 2𝑏d𝑥d𝑦 + 𝑐d𝑥2 = 0即
d𝑦

d𝑥
=
𝑏±√𝑏2−𝑎𝑐

𝑎
 

特别地，特征曲线为𝜑(𝑥, 𝑦) = 0时，特征方程为𝑎𝜑𝑥
2 + 2𝑏𝜑𝑥𝜑𝑦 + 𝑐𝜑𝑦

2 = 0 

特别地，泛定方程为半线性/线性时，特征方程退化为常微分方程 

b）𝑛元线性方程∑ 𝑎𝑖𝑗(𝒙)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1 + ∑ 𝑏𝑖(𝒙)𝑢𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝑐(𝒙)𝑢 = 𝑓(𝒙) 

特征方程为∑ 𝑎𝑖𝑗(𝒙)𝐺𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1 = 0，或∑ 𝑎𝑖𝑗(𝒙)𝛼𝑖𝛼𝑗

𝑛
𝑖,𝑗=1 = 0(CE) 

(CE)在点𝑃(𝑥1
0,⋯ , 𝑥𝑛

0)处的解𝑙(𝛼1,⋯ , 𝛼𝑛)称为在点𝑃处的特征方向，𝐺 = 0为特征曲面 

2、二阶方程的分类 

a）二元线性方程𝑎𝑢𝑥𝑥 + 2𝑏𝑢𝑥𝑦 + 𝑐𝑢𝑦𝑦 + 𝑑𝑢𝑥 + 𝑒𝑢𝑦 + 𝑔𝑢 = 𝑓，其中𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶2(𝛺) 
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(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝛺，{

𝛥(𝑥0, 𝑦0) > 0，在该点处为双曲型方程；𝛥(𝛺) > 0，在𝛺内是双曲型的；

𝛥(𝑥0, 𝑦0) = 0，在该点处为抛物型方程；𝛥(𝛺) = 0，在𝛺内是抛物型的；

𝛥(𝑥0, 𝑦0) < 0，在该点处为椭圆型方程；𝛥(𝛺) < 0，在𝛺内是椭圆型的；

 

在一个子域上𝛥 > 0，另一个子域上𝛥 < 0，为混合型方程； 

在一个子域上𝛥 > 0，其它点𝛥 = 0，为退化双曲型方程； 

在一个子域上𝛥 < 0，其它点𝛥 = 0，为退化椭圆型方程。 

b）常系数主部线性方程∑ 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1 +∑ 𝑏𝑖(𝒙)𝑢𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝑐(𝒙)𝑢 = 𝑓(𝒙) 

特征二次型的标准型，

{
 
 

 
 𝑛个特征值全为 1或− 1，为椭圆型方程

𝑛个特征值有 1个 1和𝑛 − 1个− 1或 1个− 1和𝑛 − 1个 1，为双曲型方程

𝑛个特征值全非零，且 1和− 1都有一个以上，为超双曲型方程

𝑛个特征值中有一个为 0，其余全为 1或全为− 1，为抛物型方程

 

3、二阶方程的化简 

a）二元线性方程𝑎𝑢𝑥𝑥 + 2𝑏𝑢𝑥𝑦 + 𝑐𝑢𝑦𝑦 + 𝑑𝑢𝑥 + 𝑒𝑢𝑦 + 𝑔𝑢 = 𝑓，其中𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶2(𝛺) 

𝛥 > 0时：1）由
d𝑦

d𝑥
=
𝑏±√𝛥

𝑎
得到两族特征线𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑐1, 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑐2 

2）作变量替换{
𝜉 =  𝜑(𝑥, 𝑦)

𝜂 =  𝜓(𝑥, 𝑦)
，计算𝑢𝜉 , 𝑢𝜂 , 𝑢𝜉𝜉 , 𝑢𝜉𝜂 , 𝑢𝜂𝜂 

3）代入原方程得到第一标准型𝑢𝜉𝜂 = 𝐹(𝜉, 𝜂, 𝑢, 𝑢𝜉 , 𝑢𝜂) 

4）作变量替换{
�̅� = 𝜉 + 𝜂
�̅� = 𝜉 − 𝜂

重复上述步骤得到𝑢�̅��̅� − 𝑢�̅��̅� = �̅�(�̅�, �̅�, 𝑢, 𝑢�̅� , 𝑢�̅�) 

𝛥 = 0时：1）由
d𝑦

d𝑥
=
𝑏

𝑎
得到特征线𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑐 

2）作变量替换{
𝜉 =  𝜑(𝑥, 𝑦)
𝜂 =  𝑦

，计算𝑢𝜉 , 𝑢𝜂 , 𝑢𝜉𝜉 , 𝑢𝜉𝜂 , 𝑢𝜂𝜂 

3）代入原方程得到标准型𝑢𝜂𝜂 = 𝐹(𝜉, 𝜂, 𝑢, 𝑢𝜉 , 𝑢𝜂) 

𝛥 < 0时：1）由
d𝑦

d𝑥
=
𝑏±i√−𝛥

𝑎
得到特征线𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑐1, 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑐2 

2）作变量替换{
𝜉 =  𝜑(𝑥, 𝑦)

𝜂 =  𝜓(𝑥, 𝑦)
进一步{

𝜉̅ =
1

2
(𝜉 + 𝜂)

�̅� =
1

2i
(𝜉 − 𝜂)

，计算𝑢�̅� , 𝑢�̅� , 𝑢�̅��̅� , 𝑢�̅��̅�, 𝑢�̅��̅� 

3）代入原方程得到标准型𝑢�̅��̅� + 𝑢�̅��̅� = 𝐹(𝜉̅, �̅�, 𝑢, 𝑢�̅� , 𝑢�̅�) 

b）常系数主部线性方程∑ 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1 +∑ 𝑏𝑖(𝒙)𝑢𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝑐(𝒙)𝑢 = 𝑓(𝒙) 

1）得到特征二次型𝒟 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1  

2）在变换𝜶 = 𝑩𝜷下将特征二次型转化为𝒟 = ∑ 𝜆𝑖𝛽𝑖
2𝑛

𝑖=1 ，并且可知𝑩T𝑨𝑩 = diag(𝜆1,⋯ , 𝜆𝑛) 

3）作自变量替换𝒚 = 𝑩T𝒙，即𝒙 = (𝑩T)−1𝒚，有𝐷𝒚𝑢 = 𝐷𝒙𝑢
𝐷(𝒙)

𝐷(𝒚)
 = 𝐷𝒙𝑢(𝑩

T)−1 

4）代入原方程得到标准型∑ 𝜆𝑖𝑢𝑦𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 +∑ 𝐵𝑖(𝒚)𝑢𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝐶(𝒚)𝑢 = 𝐹(𝒚) 

四、波动方程求解 

1、一些基本原理 

线性叠加原理. 如下有边界条件时，𝑢, 𝑢𝑡 , 𝑢𝑡𝑡自然由边界控制，否则𝒙 ∈ ℝ𝑛 
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a）(Ⅰ){

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙𝑢 = 𝑓(𝒙, 𝑡), 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝒙), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝒙)

[𝑢|𝛤 = 0(有边界条件时)]

的解𝑢可以表示为问题(Ⅱ){

�̅�𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙�̅� = 0, 𝑡 > 0

�̅�|𝑡=0 = 𝜑(𝒙), �̅�𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝒙)

[�̅�|𝛤 = 0(有边界条件时)]

的解�̅�与

(Ⅲ){

�̃�𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙�̃� = 𝑓(𝒙, 𝑡), 𝑡 > 0

�̃�|𝑡=0 = 𝜑(𝒙), �̃�𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝒙)

[�̃�|𝛤 = 0(有边界条件时)]

的解�̃�之和𝑢 = �̅� + �̃� 

b）�̅�可表示为(Ⅱ)
1

{
 
 

 
 �̅�𝑡𝑡

(1) − 𝑎2𝛥𝒙�̅�
(1) = 0, 𝑡 > 0

�̅�(1)|
𝑡=0

= 𝜑(𝒙), �̅�𝑡
(1)|

𝑡=0
= 0

[�̅�|𝛤 = 0(有边界条件时)]

的解�̅�(1)和(Ⅱ)
2

{
 
 

 
 �̅�𝑡𝑡

(2) − 𝑎2𝛥𝒙�̅�
(2) = 0, 𝑡 > 0

�̅�(2)|
𝑡=0

= 0, �̅�𝑡
(2)|

𝑡=0
= 𝜓(𝒙)

[�̅�|𝛤 = 0(有边界条件时)]

的解�̅�(2)

之和�̅� = �̅�(1) + �̅�(2) 

三部分解的关系.形式地记(Ⅱ)
2
的解为�̅�(2) = 𝑈𝜓(𝒙, 𝑡)，则�̅�(1) =

∂

𝜕𝑡
𝑈𝜑(𝒙, 𝑡), �̃� = ∫ 𝑈𝑓𝜏(𝒙, 𝑡 − 𝜏)d𝜏

𝑡

0
 

齐次化/Duhamel 原理.𝑤(𝒙, 𝑡, 𝜏)是{

𝑤𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙𝑤 = 0, 𝑡 > 𝜏

𝑤|𝑡=𝜏 = 0,𝑤𝑡|𝑡=𝜏 = 𝑓(𝒙, 𝜏)

[𝑤|𝛤 = 0, 𝑡 > 𝜏(有边界条件时)]

的解，则�̃� = ∫ 𝑤(𝒙, 𝑡, 𝜏)d𝜏
𝑡

0
是(Ⅲ)的解 

边界齐次化.使用辅助函数𝑈(𝒙, 𝑡)作变换𝑣 = 𝑢 − 𝑈可将边界其次化 

辅助函数 半无界 两端有界 

第一边值 
𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) 

𝑈 = 𝜇(𝑡) 

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡) 

𝑈 = 𝜇1(𝑡) +
𝑥

𝑙
(𝜇2(𝑡) − 𝜇1(𝑡)) 

第二边值 
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) 

𝑈 = 𝑥𝜇(𝑡) 

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡) 

𝑈 = 𝑥𝜇1(𝑡) +
𝑥2

2𝑙
(𝜇2(𝑡) − 𝜇1(𝑡)) 

第三边值 \ 

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡) 

𝑈 = 𝜇1(𝑡) + 𝜇2(𝑡)𝑥 

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡) 

𝑈 = 𝜇1(𝑡)(𝑥 − 𝑙) + 𝜇2(𝑡) 

2、齐次方程的 Cauchy 问题——特征线法/d’Alembert公式 

问题{
𝑢𝑡𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥)

𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥)

 

1）作变量替换{
𝜉 = 𝑥 − 𝑎𝑡
𝜂 = 𝑥 + 𝑎𝑡

，化为第一标准型𝑢𝜉𝜂 = 0 

2）求解第一标准型得到𝑢 = 𝐹(𝜉) + 𝐺(𝜂), 𝐹, 𝐺 ∈ 𝐶2(𝛺) 

3）代回原变量得到𝑢 = 𝐹(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝐺(𝑥 + 𝑎𝑡) 

4）带入初始条件得到{
𝑢|𝑡=0 = 𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥) = 𝜑(𝑥)

𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝑎(−𝐹
′(𝑥) + 𝐺′(𝑥)) = 𝜓(𝑥)

，得到{
𝐹(𝑥) =

1

2
𝜑(𝑥) −

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜏)d𝜏 +

𝐶

2

𝑥

0

𝐺(𝑥) =
1

2
𝜑(𝑥) +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜏)d𝜏 −

𝐶

2

𝑥

0

 

5）得到 d’Alembert公式𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜏)d𝜏
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
 

3、d’Alembert公式的意义 

物理意义：弦上的初始扰动以行波形式向左右传播、速度为𝑎，整体的波形即为左右行波的叠加 
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几何意义：𝑢(𝐴) + 𝑢(𝐶) = 𝑢(𝐵) + 𝑢(𝐷) 

依赖区间：𝑢(𝑥, 𝑡)依赖于[𝑥 − 𝑎𝑡, 𝑥 + 𝑎𝑡]的初始条件 

决定区域：𝐷 = {(𝑥, 𝑡): 𝑥1 + 𝑎𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 − 𝑎𝑡, 𝑡 > 0}

处函数值由区间[𝑥1, 𝑥2]的初始条件决定 

影响区域：𝐺 = {(𝑥, 𝑡): 𝑥1 − 𝑎𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 + 𝑎𝑡, 𝑡 > 0}

处函数值受区间[𝑥1, 𝑥2]的初始条件影响 

4、非齐次方程的 Cauchy 问题 

问题{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥)

𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥)

 

1）线性叠加原理，先求问题(Ⅰ){

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 0

𝑢𝑡|𝑡=0 = 0

和(Ⅱ){

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥)

𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥)

的解 

2）构造辅助问题(Ⅲ){
𝑤𝑡𝑡 − 𝑎

2𝑤𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 𝜏

𝑤|𝑡=𝜏 = 0

𝑤𝑡|𝑡=𝜏 = 𝑓(𝑥, 𝜏)

，变量替换𝑡′ = 𝑡 − 𝜏，利用 d’Alembet公式可得问题

(Ⅲ)的解𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏) =
1

2𝑎
∫ 𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉
𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)

𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)
 

3）由齐次化原理得到问题(Ⅰ)的解𝑢1(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏)d𝜏
𝑡

0
=

1

2𝑎
∫ ∫ 𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉

𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)

𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)
d𝜏

𝑡

0
 

4）利用 d’Alembet公式可得问题(Ⅱ)的解𝑢2(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜏)d𝜏
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
 

5）得到原问题的解𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2 

5、齐次方程的混合问题 

a）半有界弦的自由振动——反射波/沿拓法 

问题(∗){
𝑢𝑡𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

及问题(∗∗){
𝑢𝑡𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞

𝑢𝑥|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

 

1）延拓边界，对(∗)奇沿拓

{
 

 𝛷(𝑥) = {
𝜑(𝑥), 𝑥 ≥ 0

−𝜑(−𝑥), 𝑥 < 0

𝛹(𝑥) = {
𝜓(𝑥), 𝑥 ≥ 0

−𝜓(−𝑥), 𝑥 < 0

；对(∗∗)偶沿拓

{
 

 𝛷(𝑥) = {
𝜑(𝑥), 𝑥 ≥ 0

𝜑(−𝑥), 𝑥 < 0

𝛹(𝑥) = {
𝜓(𝑥), 𝑥 ≥ 0

𝜓(−𝑥), 𝑥 < 0

 

2）构造辅助问题(∗)′ {

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝛷(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝛹(𝑥)

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

及(∗∗)′ {

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝛷(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝛹(𝑥)

𝑢𝑥|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

 

3）求解辅助问题对应的 Cauchy 问题（d’Alembet公式）得到 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝛷(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝛷(𝑥 + 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
∫ 𝛹(𝜏)d𝜏
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
，该解自然满足边界条件 

4）将该解限制在第一象限得到原问题的解 

(∗)的解𝑢(𝑥, 𝑡) = {

1

2
[𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜏)d𝜏
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
, 𝑥 ≥ 𝑎𝑡

1

2
[−𝜑(𝑎𝑡 − 𝑥) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜏)d𝜏
𝑥+𝑎𝑡

𝑎𝑡−𝑥
, 0 ≤ 𝑥 < 𝑎𝑡

 

𝐴(𝑥, 𝑡) 

𝐵(𝑥 − 𝑎𝜂, 𝑡 − 𝜂) 

𝐷(𝑥 + 𝑎𝜉, 𝑡 − 𝜉) 

𝐶(𝑥 + 𝑎𝜉 − 𝑎𝜂, 𝑡 − 𝜉 − 𝜂) 

𝑡 

𝑥 𝑥 − 𝑎𝑡 𝑥 + 𝑎𝑡 𝑂 



偏微分方程复习整理   中国人民大学 信息学院 刘承刚 

▕▎第 7 页/共 11 页 

(∗∗)的解𝑢(𝑥, 𝑡) = {

1

2
[𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜏)d𝜏
𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
, 𝑥 ≥ 𝑎𝑡

1

2
[𝜑(𝑎𝑡 − 𝑥) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)] +

1

2𝑎
{∫ 𝜓(𝜏)d𝜏
𝑎𝑡−𝑥

0
+ ∫ 𝜓(𝜏)d𝜏

𝑥+𝑎𝑡

0
} , 0 ≤ 𝑥 < 𝑎𝑡

 

b）有界弦的自由振动——分离变量/Fourier 法 

问题{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑢|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

（第一边值条件为例） 

1）考虑解具有形式𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)，代入原方程
𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=

1

𝑎2
𝑇′′(𝑡)

𝑇(𝑡)
= −𝜆，即{

𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0

𝑇′′(𝑡) + 𝜆𝑎2𝑇(𝑡) = 0
 

2）带入边值条件得到特征问题{
𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0
𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 0

(CP1)和𝑇′′(𝑡) + 𝜆𝑎2𝑇(𝑡) = 0(CP2) 

3）求解特征问题(CP1)得到特征值𝜆𝑘 =
𝑘2𝜋2

𝑙2
和特征函数𝑋𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘 sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥 , 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛 

4）求解特征问题(CP2)得到通解𝑇𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘 cos
𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡 + 𝑏𝑘 sin

𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡 , 𝑘 = 1,2,⋯𝑛 

5）得到级数形式解𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝐴𝑘 cos
𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡 + 𝐵𝑘 sin

𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1 , 𝐴𝑘 = 𝑎𝑘𝑐𝑘, 𝐵𝑘 = 𝑏𝑘𝑐𝑘 

6）进一步确定参数，得到𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = ∑
𝑘𝜋𝑎

𝑙
(𝐴𝑘 cos

𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡 + 𝐵𝑘 sin

𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1 ，带入初始条件可得

{
𝜑(𝑥) = ∑ 𝐴𝑘 sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1

𝜓(𝑥) = ∑ 𝐵𝑘
𝑘𝜋𝑎

𝑙
sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1

，由级数理论得{
𝐴𝑘 =

2

𝑙
∫ 𝜑(𝑥) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥d𝑥

𝑙

0

𝐵𝑘 =
2

𝑘𝜋𝑎
∫ 𝜓(𝑥) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥d𝑥

𝑙

0

 

6、非齐次方程的混合问题 

问题{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑢|𝑥=0 = 𝜇1(𝑡), 𝑢|𝑥=𝑙 = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ≥ 0

（第一边值条件为例） 

1）将边界其次化𝑣 = 𝑢 − 𝑈得到新问题{

𝑣𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑣𝑥𝑥 = 𝑓̅(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑣|𝑡=0 = �̅�(𝑥), 𝑣𝑡|𝑡=0 = �̅�(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

 

2）线性叠加原理，先求问题(Ⅰ){
𝑣𝑡𝑡 − 𝑎

2𝑣𝑥𝑥 = 𝑓̅(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑣|𝑡=0 = 0, 𝑣𝑡|𝑡=0 = 0,0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

和

(Ⅱ){

𝑣𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑣𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑣|𝑡=0 = �̅�(𝑥), 𝑣𝑡|𝑡=0 = �̅�(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

的解 

3）构造辅助问题(Ⅲ){

𝑤𝑡𝑡 − 𝑎
2𝑤𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑡 < 𝑙, 𝑡 > 𝜏

𝑤|𝑡=𝜏 = 0,𝑤𝑡|𝑡=𝜏 = 𝑓̅(𝑥, 𝜏), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑤|𝑥=0 = 0,𝑤|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

，变量替换𝑡′ = 𝑡 − 𝜏，利用分离变量法

可得问题(Ⅲ)的解𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏) = ∑ 𝐵𝑘(𝜏) sin
𝑘𝜋𝑎

𝑙
(𝑡 − 𝜏) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1  

3）由齐次化原理得到问题(Ⅰ)的解𝑣1(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏)d𝜏
𝑡

0
= ∑ ∫ 𝐵𝑘(𝜏) sin

𝑘𝜋𝑎

𝑙
(𝑡 − 𝜏) d𝜏

𝑙

0
⋅ sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1  

4）利用分离变量法可得问题(Ⅱ)的解𝑣2(𝑥, 𝑡) = ∑
𝑘𝜋𝑎

𝑙
(𝐴𝑘 cos

𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡 + 𝐵𝑘 sin

𝑘𝜋𝑎

𝑙
𝑡) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1  
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5）得到原问题的解𝑢 = 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑈 

6）进一步确定参数，得

{
 
 

 
 𝐴𝑘 =

2

𝑙
∫ �̅�(𝑥) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥d𝑥

𝑙

0

𝐵𝑘 =
2

𝑘𝜋𝑎
∫ �̅�(𝑥) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥d𝑥

𝑙

0

𝐵𝑘(𝜏) =
2

𝑘𝜋𝑎
∫ 𝑓̅(𝑥, 𝜏) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥 d𝑥

𝑙

0

 

五、波动方程解的适定性 

1、公式解的适定性 

a）若𝜑 ∈ 𝐶2(ℝ), 𝜓 ∈ 𝐶1(ℝ)，则（四 2、）d’Alembet公式给出的𝑢(𝑥, 𝑡)是原问题的解，并且是稳定的 

b）若𝑓 ∈ 𝐶2({(𝑥, 𝑡): 𝑡 > 0}), 𝜓 ∈ 𝐶1(ℝ)，则（四 4、）公式给出的𝑢(𝑥, 𝑡)是原问题的解 

c）若[0, 𝑙]上𝜑二次连续可微，三阶导数分段连续，𝜓连续可微，二阶导数分段连续且满足相容性条件，则

（四 5、）公式给出的级数解是原问题的解 

2、能量积分 

第一边值{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝛺, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝒙), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝒙), 𝒙 ∈ �̅�

𝑢|𝛤×[0,+∞) = 0

的能量积分：𝐸(𝑡) =
1

2
∫⋯∫ (𝑢𝑡

2 + 𝑎2|𝛻𝒙𝑢|
2)d𝑥1⋯𝛺

d𝑥𝑛 

第二边值{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝛺, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝒙), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝒙), 𝒙 ∈ �̅�
𝜕𝑢

𝜕𝒏
|
𝛤×[0,+∞)

= 0
的能量积分：𝐸(𝑡) =

1

2
∫⋯∫ (𝑢𝑡

2 + 𝑎2|𝛻𝒙𝑢|
2)d𝑥1⋯𝛺

d𝑥𝑛 

第三边值{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝛺, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝒙), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝒙), 𝒙 ∈ �̅�

(
𝜕𝑢

𝜕𝒏
+ 𝜎𝑢)|

𝛤×[0,+∞)
= 0

的能量积分： 

𝐸(𝑡) =
1

2
∫⋯∫ (𝑢𝑡

2 + 𝑎2|𝛻𝒙𝑢|
2)d𝑥1⋯𝛺

d𝑥𝑛 +
1

2
𝑎2𝜎 ∫⋯∫ 𝑢2

𝛤
d𝑆  

3、唯一性 

证明问题{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙𝑢 = 𝑓(𝒙, 𝑡), 𝒙 ∈ 𝛺, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝒙), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝒙), 𝒙 ∈ �̅�

(𝜎1
𝜕𝑢

𝜕𝒏
+ 𝜎2𝑢)|

𝛤×[0,+∞)
= 𝜇(𝒙, 𝑡)

的解唯一 

1）设𝑢1, 𝑢2为原问题的解，则𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2是{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎
2𝛥𝒙𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝛺, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢𝑡|𝑡=0 = 0, 𝒙 ∈ �̅�

(𝜎1
𝜕𝑢

𝜕𝒏
+ 𝜎2𝑢)|

𝛤×[0,+∞)
= 0

的解 

2）构造能量积分𝐸(𝑡)，计算𝐸’(𝑡)，证明𝐸‘(𝑡) = 0 

3）利用初始、边界条件得到𝐸(0) = 0，从而𝐸(𝑡) ≡ 0 

4）由𝐸(𝑡) ≡ 0得到𝑢𝑥𝑖 ≡ 0, 𝑢 ≡ 0，从而𝑢1 = 𝑢2，即得原问题解唯一 

4、稳定性 

1）设𝐸0(𝑡) =
1

2
∬ 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡)d𝑥d𝑦
𝛺

，利用 Gronwall 不等式可得𝐸0(𝑡) ≤ e
𝑡𝐸0(0) + 𝐸(0)(e

𝑡 − 1) 



偏微分方程复习整理   中国人民大学 信息学院 刘承刚 

▕▎第 9 页/共 11 页 

2）初始值变化‖𝜑1 −𝜑2‖𝐿2(𝛺), ‖𝜓1 − 𝜓2‖𝐿2(𝛺), ‖𝜑1𝑥 − 𝜑2𝑥‖𝐿2(𝛺), ‖𝜑1𝑦 − 𝜑2𝑦‖𝐿2(𝛺)
, ‖𝜑1 − 𝜑2‖𝐿2(𝛤) < 𝛿 

3）令𝛿 = 휀[e𝑇(2 + 2𝑎2 + 𝑎2𝜎)]−
1

2，利用能量不等式可以得到0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇时‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐿2(𝛺) < 휀 

4）设𝐹(𝑡) =
1

2
∬ 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑡)d𝑥d𝑦
𝛺

，得到能量不等式𝐸(𝑡) ≤ e𝑡𝐸(0) + e𝑡 ∫ e−𝜏𝐹(𝜏)d𝜏
𝑡

0
，仿照上述过程

可以得到解对自由项𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)的连续依赖性 

六、热传导方程求解 

1、齐次方程的 Cauchy 问题——Poisson 公式 

问题{
𝑢𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥)
 

1）对 Cauchy 问题关于𝑥作 Fourier 变换�̂�(𝜔, 𝑡) = ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)e−𝑖𝜔𝑥d𝑥
+∞

−∞
, �̂�(𝜔) = ∫ 𝜑(𝑥, 𝑡)e−𝑖𝜔𝑥d𝑥

+∞

−∞
 

则原问题变为(Ⅰ) {
d

d𝑡
�̂�(𝜔, 𝑡) + 𝑎2𝜔2�̂�(𝜔, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0

�̂�(𝜔, 𝑡)|𝑡=0 = �̂�(𝜔)
 

2）求解问题(Ⅰ)，得到�̂�(𝜔, 𝑡) = (∗) 

3）对(∗)作 Fourier 逆变换，得到𝑢(𝑥, 𝑡) = (�̂�(𝜔)e−𝑎
2𝜔2𝑡)

∨
= 𝜑(𝑥) ∗ (e−𝑎

2𝜔2𝑡)
∨
 

4）计算(𝑔(𝑥, 𝑡))
∧
= e−𝑎

2𝜔2𝑡得𝑔(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎√𝜋𝑡
e−

𝑥2

4𝑎2𝑡 

5）得到 Poisson 公式𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝜑(𝑥) ∗ (e−𝑎
2𝜔2𝑡)

∨
=

1

2𝑎√𝜋𝑡
∫ 𝜑(𝑦)e−

(𝑥−𝑦)2

4𝑎2𝑡 d𝑦
+∞

−∞
 

可以改写成热核函数𝐺(𝑥, 𝑡) = {
1

2𝑎√𝜋𝑡
e−

𝑥2

4𝑎2𝑡, 𝑡 > 0

0, 𝑡 ≤ 0
，则𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐺(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)d𝑦

+∞

−∞
 

2、非齐次方程的 Cauchy 问题 

问题{
𝑢𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥)
 

1）线性叠加原理，先求问题(Ⅰ) {
𝑢𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 0
和(Ⅱ) {

𝑢𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥)
的解 

2）构造辅助问题(Ⅲ) {
𝑤𝑡 − 𝑎

2𝑤𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 𝜏

𝑤|𝑡=𝜏 = 𝑓(𝑥, 𝜏)
，变量替换𝑡′ = 𝑡 − 𝜏，利用 Poisson 公式可得问题(Ⅲ)

的解𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏) = ∫ 𝐺(𝑥 − 𝑦, 𝑡 − 𝜏)𝑓(𝑦, 𝜏)d𝑦
+∞

−∞
 

3）由齐次化原理得到问题(Ⅰ)的解𝑢1(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏)d𝜏
𝑡

0
= ∫ ∫ 𝐺(𝑥 − 𝑦, 𝑡 − 𝜏)𝑓(𝑦, 𝜏)d𝑦

+∞

−∞
d𝜏

𝑡

0
 

4）利用 Poisson 公式可得问题(Ⅱ)的解𝑢2(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐺(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)d𝑦
+∞

−∞
 

5）得到原问题的解𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2 
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3、齐次方程的混合问题 

a）半有界热传导 

问题(∗){
𝑢𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

及问题(∗∗){
𝑢𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞

𝑢𝑥|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

 

1）延拓边界，对(∗)奇沿拓𝛷(𝑥) = {
𝜑(𝑥), 𝑥 ≥ 0

−𝜑(−𝑥), 𝑥 < 0
；对(∗∗)偶沿拓𝛷(𝑥) = {

𝜑(𝑥), 𝑥 ≥ 0

𝜑(−𝑥), 𝑥 < 0
 

2）构造辅助问题(∗)′ {
𝑢𝑡𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝛷(𝑥)

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

及(∗∗)′ {
𝑢𝑡𝑡 − 𝑎

2𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝛷(𝑥)

𝑢𝑥|𝑥=0 = 0, 𝑡 ≥ 0

 

3）求解辅助问题对应的 Cauchy 问题（Poisson 公式）得到 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎√𝜋𝑡
∫ 𝛷(𝜔)e−

(𝑥−𝜔)2

4𝑎2𝑡 d𝜔
+∞

−∞
，该解自然满足边界条件 

4）将该解限制在第一象限得到原问题的解 

(∗)的解𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎√𝜋𝑡
∫ (e−

(𝑥−𝑦)2

4𝑎2𝑡 − e−
(𝑥+𝑦)2

4𝑎2𝑡 )𝜑(𝑦)d𝑦
+∞

0
 

(∗∗)的解𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎√𝜋𝑡
∫ (e−

(𝑥−𝑦)2

4𝑎2𝑡 + e−
(𝑥+𝑦)2

4𝑎2𝑡 )𝜑(𝑦)d𝑦
+∞

0
 

b）有界热传导——分离变量/Fourier 法 

问题{

𝑢𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑢|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

（第一边值条件为例） 

1）考虑解具有形式𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)，代入原方程
𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=

1

𝑎2
𝑇′(𝑡)

𝑇(𝑡)
= −𝜆，即{

𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0

𝑇′(𝑡) + 𝜆𝑎2𝑇(𝑡) = 0
 

2）带入边值条件得到特征问题{
𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0
𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 0

(CP1)和𝑇′(𝑡) + 𝜆𝑎2𝑇(𝑡) = 0(CP2) 

3）求解特征问题(CP1)得到特征值𝜆𝑘 =
𝑘2𝜋2

𝑙2
和特征函数𝑋𝑘(𝑥) = 𝑏𝑘 sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥 , 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛 

4）求解特征问题(CP2)得到通解𝑇𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘e
−(
𝑘𝜋𝑎

𝑙
)
2
𝑡, 𝑘 = 1,2,⋯𝑛 

5）得到级数形式解𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝐴𝑘e
−(
𝑘𝜋𝑎

𝑙
)
2
𝑡 sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1 , 𝐴𝑘 = 𝑎𝑘𝑏𝑘 

6）进一步确定参数，得𝐴𝑘 =
2

𝑙
∫ 𝜑(𝑥) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥 d𝑥

𝑙

0
 

4、非齐次方程的混合问题 

问题{

𝑢𝑡 − 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑢|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

（第一边值条件为例） 

1）将边界其次化𝑣 = 𝑢 − 𝑈得到新问题{
𝑣𝑡 − 𝑎

2𝑣𝑥𝑥 = 𝑓̅(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑣|𝑡=0 = �̅�(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0
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2）线性叠加原理，先求问题(Ⅰ){
𝑣𝑡 − 𝑎

2𝑣𝑥𝑥 = 𝑓̅(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑣|𝑡=0 = 0,0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

和

(Ⅱ){
𝑣𝑡 − 𝑎

2𝑣𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0

𝑣|𝑡=0 = �̅�(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

的解 

3）构造辅助问题(Ⅲ){

𝑤𝑡 − 𝑎
2𝑤𝑥𝑥 = 0,0 < 𝑡 < 𝑙, 𝑡 > 𝜏

𝑤|𝑡=𝜏 = 𝑓̅(𝑥, 𝑡), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑤|𝑥=0 = 0,𝑤|𝑥=𝑙 = 0, 𝑡 ≥ 0

，变量替换𝑡′ = 𝑡 − 𝜏，利用分离变量法可得问

题(Ⅲ)的解𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏) = ∑ 𝐴𝑘(𝜏)e
−(
𝑘𝜋𝑎

𝑙
)
2
(𝑡−𝜏) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1  

3）由齐次化原理得到问题(Ⅰ)的解𝑣1(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡, 𝜏)d𝜏
𝑡

0
= ∑ ∫ 𝐵𝑘(𝜏)e

−(
𝑘𝜋𝑎

𝑙
)
2
(𝑡−𝜏)

d𝜏
𝑡

0
⋅ sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1  

4）利用分离变量法可得问题(Ⅱ)的解𝑣2(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝐴𝑘e
−(
𝑘𝜋𝑎

𝑙
)
2
𝑡 sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥∞

𝑘=1  

5）得到原问题的解𝑢 = 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑈 

6）进一步确定参数，得{
𝐴𝑘 =

2

𝑙
∫ �̅�(𝑥) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥 d𝑥

𝑙

0

𝐴𝑘(𝜏) =
2

𝑙
∫ 𝑓̅(𝑥, 𝜏) sin

𝑘𝜋

𝑙
𝑥 d𝑥

𝑙

0

 

七、热传导方程解的适定性 

a）若𝜑 ∈ 𝐶(ℝ)且有界，则（六 1、）Poisson 公式给出的𝑢(𝑥, 𝑡)是原问题的解 

b）若𝜑 ∈ 𝐶(ℝ),𝜓 ∈ 𝐶(ℝ × ℝ+)且均有界，则（六 2、）公式给出的𝑢(𝑥, 𝑡)是原问题的解 

c）若𝜑 ∈ 𝐶([0, 𝑙])，且𝜑(0) = 𝜑(1) = 0，则（六 3、）公式给出的级数解是原问题的解 


